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Motivacion

Si los estadisticos tedricos hacen caso omiso al reto
de enfrentar las encuestas multi-propdsito, entonces el
vacio existente entre ellos y los estadisticos practicos
se hard cada vez mas grande. El disefio y andlisis de
encuestas multivariantes debe ser una de las proximas
areas de mayor investigacion.

T. M. F. Smith (1976)
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Introduccién

La mayoria de aplicaciones en encuestas por muestreo involu-
cran multiples variables de estudio. En este breve apartado, se
presenta un marco de referencia para la estimacién conjunta de
los pardmetros de interés, bajo algunos disenos de muestreo.

Con respecto al disefio de muestreo, en Holmberg (2002a, 2002b)
se ha desarrollado la teoria pertinente para la secciéon de muestras
probabilisticas en encuestas multipropdsito, y con respecto a la
estimacién multiparamétrica, en Gutiérrez (2009) se propone un
sistema general de estimacidn basado en resultados clasicos de
la teoria de los modelos lineales y del dlgebra lineal.
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e El propédsito de un estudio por muestreo estd enfocado en
obtener informacién acerca de una poblacién finita particu-
lar por medio de la estimacién de parametros poblacionales
como medias, totales o proporciones o razones.
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e El propédsito de un estudio por muestreo estd enfocado en
obtener informacién acerca de una poblacién finita particu-
lar por medio de la estimacién de parametros poblacionales
como medias, totales o proporciones o razones.
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e Sin embargo, la mayoria de encuestas no involucra una sola
caracteristica sino varias caracteristicas de interés.
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e El propédsito de un estudio por muestreo estd enfocado en
obtener informacién acerca de una poblacién finita particu-
lar por medio de la estimacién de parametros poblacionales
como medias, totales o proporciones o razones.

Introduccién

e Sin embargo, la mayoria de encuestas no involucra una sola
caracteristica sino varias caracteristicas de interés.

e Los libros clasicos de muestreo parecen omitir el hecho de
que raras veces se planea una encuesta con el fin de estimar
un sélo parametro
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jiiUna encuesta tipica en el sector econémico involucra varias
caracteristicas de interés y varios pardmetros objetivos... con
multiples pardmetros de interés y muiltiples requerimientos de
precision, el estadistico deberia escoger un disefio de muestreo
que tenga en cuenta las anteriores caracteristicas y un sistema
general de estimacién que contemple las caracteristicas multi-
variantes del problema en cuestién.jj
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considerar variantes).
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Disenos 6ptimos = Disenos de Holmberg

Suponga que las caracteristicas de interés involucradas en
la encuestas tienen todas la misma importancia (se pueden
considerar variantes).

Para cada una de las caracteristicas de interés se debe pro-
poner un disefio de muestreo, pq(-) (¢ = 1,...,Q), que
sea Optimo y tal que el tamafio esperado de muestra sea

E(ns) = nq.
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Disenos 6ptimos = Disenos de Holmberg

Suponga que las caracteristicas de interés involucradas en
la encuestas tienen todas la misma importancia (se pueden
considerar variantes).
Para cada una de las caracteristicas de interés se debe pro-
poner un disefio de muestreo, pq(-) (¢ = 1,...,Q), que
sea 6ptimo y tal que el tamafo esperado de muestra sea
E(ns) = nq.
e Cada uno de los @ disefios de muestreo pueden ser difer-
entes; alin mds, los tamafios de muestra, en cada disefio
propuesto, no necesariamente deben ser equivalentes.
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Disenos 6ptimos = Disenos de Holmberg

Suponga que las caracteristicas de interés involucradas en
la encuestas tienen todas la misma importancia (se pueden
considerar variantes).

Para cada una de las caracteristicas de interés se debe pro-

poner un disefio de muestreo, pq(-) (¢ = 1,...,Q), que
sea 6ptimo y tal que el tamafo esperado de muestra sea
E(ns) = nq.

e Cada uno de los @ disefios de muestreo pueden ser difer-
entes; alin mds, los tamafios de muestra, en cada disefio
propuesto, no necesariamente deben ser equivalentes.

Cada uno de los disefios de muestreo pg(-) induce un vector
de probabilidades de inclusién de tamaiio N para cada una
de los elementos pertenecientes a la poblacién finita.
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e Si el disefio de muestreo éptimo para la g-ésima caracteristi-
ca de interés es un disefio de muestreo aleatorio simple sin
reemplazo, entonces ogr = 1 para todo k € U

e Con la escogencia de agk = 02 qk, donde o*q es constante,

entonces el disefio de muestreo optlmo debe ser proporcional

al tamafio de og. Es decir, mq, o< qu
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e Si el disefio de muestreo éptimo para la g-ésima caracteristi-
ca de interés es un disefio de muestreo aleatorio simple sin
reemplazo, entonces oq¢ = 1 para todo k € U.
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e Estas probabilidades de inclusién deben tomar la siguiente

forma o
_ qk
Mgk = ”qz ) (1)
kes Ogk
o Nétese que o4« medidas de tamafio (usualmente, aunque no

necesariamente, vinculadas a un modelo de regresién lineal).
La optimalidad en el disefio de muestreo se obtiene si g o<
Oqgk-

Si el disefio de muestreo 6ptimo para la g-ésima caracteristi-
ca de interés es un disefio de muestreo aleatorio simple sin
reemplazo, entonces oq¢ = 1 para todo k € U.

Con la escogencia de ng = O’?IX;YZ, donde 03 es constante,
entonces el disefio de muestreo éptimo debe ser proporcional

> , 2
al tamaio de ogx. Es decir, mgx X;ﬁ/ :
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e Basado en el criterio de minima pérdida de eficiencia relativa

general (ANOREL), el tamafio de muestra éptimo para la
encuesta multi-propdsito estard dado por

* (EkGU M)z
"= (1+)Q+ > keyagk )

donde

Q o2

gk = Z ( lqk 1) 5 (3)

a=1 2 _keu T qk

y ¢ es el maximo error permitido, bajo el criterio ANOREL,
en una escala de cero hasta uno.

Tak
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vector es inducido por el diseno de muestreo de Holmberg,
el cual minimiza la pérdida de eficiencia relativa general, y
estd dado por la siguiente expresién
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e Una vez que el tamafio de la muestra ha sido calculado, se

debe crear un sélo vector de probabilidades de inclusién que
sea Optimo para todas las caracteristicas de interés. Este
vector es inducido por el diseno de muestreo de Holmberg,
el cual minimiza la pérdida de eficiencia relativa general, y
estd dado por la siguiente expresién

n* dgk
> keu v/3ak

En la mayoria de los casos, el vector resultante 7,5 =
(T(opt)1s - - - » T(optyn) €S un vector de probabilidades de in-
clusién desiguales. En esta situacidn, se debe usar un es-
quema de seleccién de muestras 7wPT.

(4)

T(opt)k =
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Enfoque matricial

Suponga que la encuesta involucra el estudio de @ caracteristicas
de interés. Suponga que el k-ésimo elemento (k € U) esta asoci-
ado a un vector de Q caracteristicas de interés, yx = (yk1,- - -, YkQ)
cuyos valores son desconocidos para la poblacién finita. De esta
manera, la siguiente matriz serd llamada la matriz de interés.

yin Y12 .. Y1Q
Yo=| w1 ke - wo | =(¥Y ¥* ... y9) (5)
YN YnN2 oo YNQ
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Los valores de cada caracteristica de interés no son necesaria-
mente continuos sino también discretos como indicadores de sub-
grupos poblacionales como dominios, estratos o post-estratos.
El objetivo es estimar los @ componentes del vector de totales
definido por la siguiente expresién

t=(t1,t2,.... tq) = Y1, (6)

donde 1y = (1,1,...,1)yy1 Y tg = D _keu Ykq €S €l total pobla-
cional de la g-ésima caracteristica de interés.
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Cuando la muestra de tamafio n es seleccionada, entonces yjq
es observado (k € s) y es posible definir la siguiente matriz

yi1
Ys = Yki

Yn1

A. Gutiérrez

yi2 ... Y1Q
Y2 - YkQ |- (7)
Yn2 .- YnQ
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multi-
propésito da por la siguiente expresion
A. Gutiérrez
N = diag(my, 72, ..., ™), (8)
En este orden de ideas, el estimador de Horvitz-Thompson del
vector de totales t se define como
Etapa de
estimacion T -~ ~ /I _ Y/ I_I,]_l 9
t7r - (t177r7t2,7T7"'7tQ,7r) - s n» ( )

conly = (L,1,...,1), 1 ¥ tar = D xes Ykq/Tk €s €l estimador
de Horvitz-Thompson de t4. Es fcil probar que t; corresponde
a un estimador insesgado para t.
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La matriz de varianzas esta dada por

V(t:) = E(t: — t)(t: —t). (10)

Nétese que, si N > g, entonces V(t;) serd una matriz simétrica
y definida positiva cuyo elemento qq’ es

Ykq Yig'

E § JAYFEAL AL By (11)
Tk Ty

keU leU

con Ay = myy — wmy. Si s # U es imposible calcular el valor de
la anterior expresién. Sin embargo, si n > q, la varianza puede
ser estimada mediante una matriz simétrica y definida positiva
V(t,) cuyo elemento qq’ es

Zzﬁ&ﬁ_ (12)
Tkl Tk Ty

kes Ies
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Unlentoque Si los requerimientos de la encuesta estdn relacionados con la
multi- . ., ~ -
TR estimacidon del tamafio absoluto de un dominio o del total de
en encuestas . Vs . . 7 . .
multi- alguna o varias caracteristicas de interés en tal dominio se supone
propésito

que la poblacién esta particionada en D dominios y se define la

A-Guiérez - matriz indicadora de dominios como

Z11 ... Z21d --- 21D
Etapa de Z - Zkl o de o ZkD (13)
estimacion

Znl .-« Znd --- ZpD

donde el elemento
1 sikeUy,y
Zikd — (14)

0 en otro caso
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El vector de tamaios absolutos del dominio d esta dado por
Ng = (Ny, Ny, ..., Np)' (15)

donde
Nd = Z Zld - (16)

keU

y Ny es estimado insesgadamente por el estimador de Horvitz-
Thompson de la siguiente manera

Ng = (N1, Na, ..., Np)' = Z'M~*1,, (17)

su matriz de varianzas es estimada insesgadamente por V(Ny).
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el total de la g-ésima variable sobre todos los D dominios de
interés esta dado por

tag = (th, tagy -y th)/ (18)
y una forma de estimarlo estd dada por la siguiente expresion
/t\dq7r = (Elqﬂa?2q7r> "-y?qu)/ = (yq]-D © z)/n_lln (19)

En donde, y9 denota la g-ésima columna de la matriz Yg, 1p =
(1,...,1)py; Y © denota el producto matricial de Hadamard.
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Para disenos estratificados se la poblacién finita U se divide en
H grupos. Se selecciona una muestra aleatoria en todos los H
estratos existentes. La matriz Y se particiona en H bloques de

la siguiente manera

Y1

Note que Y5 € R Q y Y, € |Mm*Q Definidon = (ny,...,ny)
entonces n =n'ly = ny +--- + npy.
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El objetivo es la estimacién de los @ componentes del vector de
totales en el h-ésimo estrato dado por

t, = (tlhy tohy oeey tQh)/ = Y;,].Nh7 (21)

donde N es el tamaiio del h-ésimo estrato. El total poblacional
puede ser escrito como

H
t= (tl,tg,...,tQ),:Zth, (22)
h=1

donde t; es estimado insesgadamente por la siguiente expresién

/t\hﬂ” = (flhﬁ7?2h7'ﬁ "'a?Qhﬂ')/ = anhlnha (23)

con np el tamano de la muestra en el h-ésimo estrato. El total
poblacional esta dado por

H
/t\ﬂ' = Glﬂ')/f27h ---»?Qw), = Z/Eh) (24‘)
h=1
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Si el k-ésimo elemento estd asociado con un vector de P car-
acteristicas de informacién auxiliar, contenidas en un vector x, =
(Xk1, - - -, Xkp) cuyos valores se suponen conocidos para la poblacién
finita, entonces la siguiente matriz

X1 X122 ... XIp
— — 1 2 P
Xu— XK1 Xk2 ... Xkp —(X X oo X )
XN1 Xn2o ... XNP

que serd llamada la matriz de informacién auxiliar.
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Es posible asumir que existe una relacién lineal entre cada uno
de los componentes de las caracteristicas de interés y las carac-
teristicas de informacion auxiliar mediante un modelo de super-
poblacién §q, g =1,...,Q, tal que

Y = X B9 + &9.
(Nx1)  (NxP)(px1) (Nx1)
El modelo &, tiene las siguientes propiedades:
Ec (e9)=0
2 q) (26)
ng(E ) = ZQ‘

2 ; establece la estructura de varianza del vector €9. Nétese que
las anteriores relaciones pueden reescribirse mediante un modelo
conjunto & tal que

Y = X (8 4+ e .
(NxQ)  (NxP)(pxq@) (NxQ)
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Este enfoque sugiere que Y, X y € son matrices aleatorias definidas
en el modelo de superpoblacién &, para el cual Yy y Xy se supo-
nen meras realizaciones de las anteriores matrices aleatorias. Mas
precisamente, el modelo £ tiene las siguientes caracteristicas:

E =0

o B (27)
Ve(@) = X =diag(X1,%2,...,29

e(&) (NQxNQ) g (X1, 22, 2o)

Note que el subindice £ se refiere a la esperanza bajo la estructura
particular que ese modelo de superpoblacién induce. En situa-
ciones practicas, es comin asumir X, = Ugdiag(clq7 ..., CNg),
donde cig = fy(Xk1, ..., %kpP) Y fq es una funcién de valor real.
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Sea D(X) una medida de dispersién invariante ante traslaciones
tal que D(X + K) = D(X), con K una matriz de constantes.
Entonces al estimacién de 3 correspondera a aquel vector que
minimize la anterior medida de dispersién. Particularmente, D(-)
podria estar dada por la varianza total multivariante definida

como
trace(Y — XB)' (Y — XP3). (28)

Entonces, (28) es minimizada por
B =(B1,B2,...,Byg), (29)

donde
By = (XyZgy ' Xu) H(XyZ M Yo). (30)

Para poder calcular esta estimacién, se deben conocer todos los
valores poblacionales.
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Como sdlo se selecciona una muestra no es posible calcular B.
Por lo tanto, debe ser estimado. Puede ser demostrado que la
siguiente expresidn corresponde a un estimador asintéticamente
insesgado para B

B = (B1,B>,...,By), (31)
donde .
By = (XA, Xs) H(XLALTYY), (32)

g=1,...,Q, Xs similarmente definido, y

A, = N2y nt/2, (33)
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El estimador miiltiple de regresion general para el vector de
totales poblacionales se define como

Thigreg = tyr + B/ (tx — ter), (34)

con, fyw, fm los estimadores de Horvitz-Thompson de ty y ty,
respectivamente. Nétese que B, también puede ser escrito como

By = (X;DaXs) XD, Y, (35)
-1
= [ D xiAixk > xiAlyk (36)
kes kes
donde D) = diag(\{,..., A7) y A] son funciones de valor real

de las probabilidades de inclusién y de la informacién auxiliar.
Las propiedades del estimador miiltiple de regresién general (es-
peranza y varianza) también se definen desde una perspectiva
de inferencia basada en el disefio de muestreo.
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Los siguientes escenarios resultan ser casos especiales del esti-
mador mdltiple de regresidén general; en la mayoria de los casos
su particularidad estd inducida por la escogencia de los valores
de )\k-
e Si P=1,xx=xk y A = (mxx)" !, entonces se tiene el
estimador de razén para cada caracteristica de interés.

1
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Los siguientes escenarios resultan ser casos especiales del esti-
mador mdltiple de regresidén general; en la mayoria de los casos
su particularidad estd inducida por la escogencia de los valores
de )\k-

e Si P=1,xx=xk y A = (mxx)" !, entonces se tiene el
estimador de razén para cada caracteristica de interés.

1

e Si P=2 x=(1,x), y \] = (mx)"1, entonces se tiene
el estimador de regresidn clésico.
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Los siguientes escenarios resultan ser casos especiales del esti-
mador miltiple de regresiéon general; en la mayoria de los casos
su particularidad estd inducida por la escogencia de los valores
de )\k-
e Si P=1,xx=xk y A = (mxx)" !, entonces se tiene el
estimador de razén para cada caracteristica de interés.

1

e Si P=2 x=(1,x), y \] = (mx)"1, entonces se tiene
el estimador de regresién cldsico.

e Si P = M(number of post-strata), x, = dx = (0,...0,1,0,...
y A = (m¢) 7%, donde & representa M variables indicado-
ras (cada indicadora representa la membresia del elemento
poblacional al post-estrato en cuestién), entonces tenemos
el estimador de post-estratificacion.

A. Gutiérrez Un enfoque multiparamétrico en encuestas multipropdsito



Motivacién
Introduccién

Etapa de disefio
Etapa de estimacion

Un enfoque
multi-
paramétrico
en encuestas

Nétese que el estimador mdltiple de regresion general puede tam-

multi- ‘4 o T
propésito bién escribirse de la siguiente manera
A. Gutiérrez ~
/ /
thigreg = (W © YJ)1,, (37)
donde
wi w2 wl
1 1 1
Etapa de
estimacién .
W=1| w w? Wl? =(wl w? w®)
Wy w; wy
(38)
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Se tiene que w9 = (wy,...,w/, ..., w7) es un vector de pesos
o ponderaciones tales que
. -1
wi = - LA (D xAix | (—tr) |- (39)

kes

A estos pesos, como se estudié en capitulos anteriores, se le
conocen con el nombre de ponderaciones de calibracién y
ellos reproducen con exactitud el vector de totales ty cuando
son aplicados a la informacién auxiliar disponible. Entonces, W
es llamada matriz de calibracién. No es dificil mostrar que la
siguiente relacién

Z wlx, = Xowd = t, (40)
kes
se satisface para cada g =1,..., Q. Es interesante observar que

t, resulta calibrado bajo diferentes escogencias de los pesos w¥.
Por otra parte, note que

A. Gutiérrez Un enfoque multiparamétrico en encuestas multipropdsito



Un enfoque
multi-
paramétrico
en encuestas
multi-
propésito

A. Gutiérrez

Etapa de
estimacion

Motivacién
Introduccién

Etapa de disefio
Etapa de estimacion

se supone la existencia de una matriz de informacién conjunta
cuya estructura algebraica estd definida por la siguiente expresidn

yir Y12 ... YiQ X111 X12 ... Xip
Yar Y22 ... Y2Q X21 X2 ... Xop

V=1 . . . L _ (42)
Ynl Ynm2 -+ YnQ Xnl Xn2 ... Xpp

El estimador del vector de totales de las caracteristicas de interés
y de las caracteristicas de informacién auxiliar estd dado por ty,
el cual estd definido como

t,=VN 11, (43)
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Suponga que ty, sigue una distribucién normal multivariante con

media
E (t‘”r) = (t/YTU t/X’]T)/ =ty,

y matriz de varianzas definida como

0 ( V(tyr) C@yﬂ,?m),>7

V) = clpte) Vit

Por lo tanto, la distribucién condicional de ty, dado tx, sigue
también una distribucién normal multivariante con media condi-
cional dada por

Eﬁyﬂ"/t\xw) — ty7r + C@yﬂ7/fx7r)(v(t\x7r))_1(tx _E\Xﬂ')a (44)
Y varianza condicional dada por
V(t\yw‘/t\xw) - V(t\yﬂ')_ C(t\yﬂ'y/t\xw)(v(t\xw))_lCGXWy/t\yw)- (45)
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Observe que el anterior estimador luce como el estimador milti-
ple de regresidon general. Sin embargo, su pendiente, B, seria
diferente: mientras la pendiente del estimador de regresién gen-
eral estd inducida por el método de minimos cuadrados, la pen-
diente de éste Gltimo corresponde, seglin los resultados de la in-
ferencia estadistica multivariante, a un conjunto de regresiones
multiples de X sobre Y.

Este estimador del vector de totales de la caracteristica de interés
deberia ser llamado estimador éptimo de regresién general
y ha sido estudiado por diversos autores en el contexto de la
inferencia basada en modelos poblacionales para la estimacién
del total de una sola caracteristica de interés.
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Software

TeachingSampling: R Packackage

disponible en el CRAN desde principios de
2009
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Muchas gracias

Agradecimientos

http://predictive.wordpress.com
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