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Resumen

Los estimadores 6ptimos de calibracién utilizan informacién auxiliar completa para
producir estimaciones mas eficientes. Cuando no se dispone de este recurso, una
alternativa es realizar un muestreo en dos fases para recopilar la informacién auxi-
liar en una primera fase y después utilizarla en el disenio o estimacién de la segunda
fase. Se compara la eficiencia de los estimadores éptimos de calibracién, cuando
la relacion entre la variable de estudio y las variables de informacién auxiliar es
lineal y log-lineal. En este 1ltimo caso se utilizan métodos de cuasi-verosimilitud
para la estimacion de los parametros del modelo de super-poblacién.
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Abstract

Optimal calibration estimators use auxiliary information to produce more efficient
estimates. When the auxiliary information is not available, we proceed to design
a two-phase sampling where the auxiliary information is gather in the first phase
and it is used in the design or estimation of the second phase. We compare the
efficiency of the optimal calibration estimators when the relationship between the
variable of interest and the auxiliary information is both linear and log-linear. In
this last escenario, we make use of the quasi-likelihood method in order to estimate
the super-population parameters.

Key words: auxiliary information, calibration estimators, two-phase sampling.
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1. Introduccion

Para obtener estimaciones eficientes es deseable conocer informacion de variables
auxiliares, que estén altamente correlacionadas con la variable de interés. Por ejem-
plo, en la construccion del estimador clasico de calibracién propuesto por Deville
& Sédrndal (1992), es necesario conocer el total poblacional de las variables auxi-
liares. Sin embargo, no en todos los casos es posible tener acceso a informacién
auxiliar en toda la poblacién. Bajo el anterior escenario, es necesario recurrir al
uso del muestreo en dos fases'. En la primera fase de muestreo se selecciona una
muestra grande y se miden las variables auxiliares; con esto se obtiene una buena
estimacién del total de cada variable auxiliar en la poblacién. En la segunda fase se
toma una muestra més pequena y se mide la variable de interés. De esta manera,
y como lo afirma Wu & Luan (2003), la mayor ventaja de utilizar el muestreo en
dos fases es la ganancia de precision sin un incremento significativo en el coste.

Recientemente se han propuesto estimadores de calibracién que no sélo son més
eficientes que los estimadores cldsicos sino que también son 6ptimos en su clase
(Wu 2003). Sin embargo, esta optimalidad estd supeditada al conocimiento del
valor de las variables de informacién auxiliares para toda la poblacién. El muestreo
en dos fases provee, entonces, una solucién ideal para el uso de los estimadores
optimos de calibracién bajo tales circunstancias. No obstante, antes de abordar
estos temas, es necesario explicar a grandes rasgos en qué consiste la técnica de
calibracién.

Estimadores de calibracion

Suponga el universo U = {1,..., N} el conjunto de elementos en una poblacién
finita y s el conjunto de los elementos que conforman una muestra seleccionada
aleatoriamente mediante diseno de muestreo p(-). Sea yg, k € s, el valor que toma
la variable de interés en el individuo k-ésimo y xj = (21, T2k, ..., Tpg)’, €l valor
del vector de informacién auxiliar, compuesto por P variables auxiliares, para este
mismo individuo. 75 se define como la probabilidad de inclusién de primer orden
inducida por el disefio de muestreo p(s) y se asume que los totales poblacionales

tx = Z Xk
keU

son conocidos. El estimador de calibracién para el total poblacional de y, definido
como t, = Y, iy Yk, se define de la siguiente manera

ty,cal = E WEYk,

kes

1El uso de este disefio de muestreo estd caracterizado porque la informacién auxiliar puede
estar en dos niveles (Estevao & Sarndal 2001): alguna informacién puede estar al nivel de la
poblacién y otra puede estar al nivel de la primera fase de muestreo. En este trabajo suponemos
que la informacion auxiliar estd disponible sélo en la primera fase de muestreo.
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donde las ponderaciones wj minimizan una distancia ®4 entre las ponderaciones
bésicas? y las wy, sujetas a la siguiente restriccién:

> wix =ty (1.1)

kes

En la construcciéon de un estimador de calibracién hay dos componentes bésicos:
una distancia &, y un conjunto de restricciones tales dadas por (1.1). La dis-
tancia Ji-cuadrado dada por ®, = >, (wy — di)?/(drqr), es la mas usada en
la préactica. Nétese que los factores g, ponderaciones en la distancia, no estdn
correlacionados con dj. Existen otras distancias usadas para la construccién de
estos estimadores, pero los resultados son asintéticamente equivalentes al usar la
distancia Ji-cuadrado (Deville & Sérndal 1992). De esta manera, al desarrollar la
minimizacién, se llega facilmente a que los pesos de calibracién quedan definidos

como
—1

wi = di, + di(bx — ber) | Y ardixax | auxn
kes
donde ty, = ZkES dpXp, es el estimador de Horvitz-Thompson para el total del
vector de informacién auxiliar. Por tanto, el estimador de calibracién para el total
poblacional queda definido de la siguiente manera

ty,cal = § WEYk

keEs
=tyr + (tx — txn)'B

donde fy,r = Zkes dryy es el estimador de Horvitz-Thompson para el total de la

- -1

. . ’ _ / 3
variable de interés y B = (§ ks qkdkxkxk) N kes qrdrXgyr €s una matriz de
coeficientes de regresion.

En la seccién 2 de este articulo se examinan los resultados encontrados por Wu
(2003), en la seccién 3 se estudian los resultados del estimador cldsico del muestreo
en dos fases, el estimador 7*. En la seccién 4 se profundiza en algunas funciones
que optimizan el estimador de calibraciéon bajo un enfoque de inferencia basada
en un modelo de super-poblacién y se revisan las expresiones para el estimador
del total poblacional en un disefio bifdsico MAS-MAS?. Finalmente, mediante una
simulacién de Monte Carlo, se simula una poblacién y se compara el sesgo relativo
v la eficiencia relativa de los estimadores resultantes contra el estimador 7*.

2. Estimadores 6ptimos de calibracién

Como lo afirma Wu (2003), existen dos variantes en la construccién de un esti-
mador de calibracién: una estd dada por la escogencia de la distancia y la otra

2Las ponderaciones bésicas se definen como el inverso de la probabilidad de inclusién para
cada elemento incluido en la muestra y dadas por dy = 1/m

3El disefio bifdsico MAS-MAS aplica un disefio de muestreo aleatorio simple sin reemplazo en
la primera y en la segunda fase.
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estd dada por el conjunto de ecuaciones de calibracién*. En 4reas como la de-
mografia existe la costumbre de calibrar sobre muchas variables, para que se logre
estimar con varianza nula los totales conocidos de las variables auxiliares, sin im-
portar que el estimador resultante pueda perder eficiencia. En estos términos, seria
mejor utilizar la menor cantidad de ecuaciones de calibraciéon para no estropear
el buen comportamiento del estimador. La pregunta que debe plantearse el in-
vestigador es jcudl es la mejor ecuacion de calibracion que se debe usar en la
construccién de un estimador de este tipo?

Si ug, = u(xg), donde u(-) es una funcién de valor real, entonces una nueva forma
de construir un estimador de calibracion estaria dada por la consecucién de unos
pesos wy, restringidos® a

Z wru(xg) = Z u(xg)

kes keU

Por tanto, la pregunta se torna mds didfana y se convierte en jcuél funcién u(-) hace
al estimador fycaz més eficiente?. Ahora, es bien sabido que bajo la inferencia basa-
da en el disefio de muestreo, no existe un estimador insesgado de minima varianza
uniformemente (Cassel et al. 1976). Sin embargo, es posible obtener un estimador
optimo bajo la inferencia asistida por modelos de super-poblacion. La respuesta a
estas preguntas estd dada por la propuesta de Wu (2003), que construyé un esti-
mador éptimo de calibracion suponiendo que las respuestas de y; pueden ser vistas
como realizaciones del sigui-ente modelo de super-poblacién semi-paramétrica

Ee(yklxk) = pn(xx,0),  Ve(yelxi) = [v(x1)]?0® (2.1)

donde u(- ,-) y v(-) son funciones conocidas, 8 y o2 son parametros desconocidos
del modelo. Se asume que los yi, k£ € U, son condicionalmente independientes
dadas las xj. Notese que v puede ser una funcién conocida de p como en los
modelos lineales generalizados.

Los estimadores éptimos, asistidos por un modelo de super-poblacién &, que mini-
mizan el valor esperado de la varianza basada en un disefio de muestreo, E¢(V,(Y)),
han sido discutidos® por muchos autores. Por ejemplo, en Isaki & Fuller (1982)
esta varianza esperada tomoé el nombre de varianza anticipada.

Resultado 2.1 (Teorema 1 de Wu (2003)). Sea t, ¢, un estimador de calibracion
del total poblacional de la caracteristica de interés, construido utilizando la restric-
cion (2), donde Cy, = {u(x1),u(x2),...,u(xn)} es la familia de vectores de todas
las posibles funciones de valor real aplicadas a la informacion auziliar. Dentro de
la clase de estimadores de calibracion ty ¢, , la escogencia de

CP« = {/’L(Xla 0)5 /J’(X27 9)’ co 7/’(’(XNa 0)}

4Nétese que si el vector de informacién auxiliar tiene P variables auxiliares, entonces habran
P ecuaciones de calibracién.

5Bajo este marco de referencia aparece una reduccién en la cantidad de restricciones que se
utilizan en la cablibracién.

6Los términos Ep, y Vp se refieren a la esperanza y varianza bajo un diseno muestral p(-), y
E¢ y Ve denotan la esperanza y varianza bajo un modelo de super-poblacién §.
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minimiza Ee(Vy(Y)) bajo el modelo de super-poblacién dado por (2.1) y suponiendo
condiciones de regularidad en el disenio de muestreo.

Con este resultado podemos proseguir a la construccion del estimador 6ptimo de
calibracion resultante de minimizar Ji-cuadrado sujeta a la siguiente restriccion

> wefi =Y ju

kes keU

Donde i = p(xg,0). La razén para esto se debe a que los valores del vector 8
son desconocidos y se deben reemplazar por un estimador basado en la muestra
seleccionada dado por 6. La minimizacién se realiza usando un multiplicador de
Lagrange como en Deville & Sarndal (1992). De esta manera, es muy facil conseguir
la expresién del estimador éptimo de calibracién, el cual estd dado por (Wu &
Sitter 2001)

iy,opt = Z WrYk

kEs

= fyﬂ + (tﬂ - 2€fm)By

en donde t; = Y, ;i es el total poblacional de las funciones /i, fpm su corres-
pondiente estimador de Horvitz-Thompson y

B - > okes A finyr
T Yhes drariiy

En resumen, los estimadores 6ptimos de calibracién se han estudiado y profun-
dizado en Wu & Sitter (2001) y Wu (2003), y su fundamento se encuentra en
la inferencia asistida por modelos. Para motivar las condiciones de optimalidad
se utilizé un modelo de super-poblacién semi-paramétrica general dado por (2.1).
Estos estimadores de calibracion para el total poblacional de la caracteristica de
interés tienen las siguientes caracteristicas:

1. Una distancia Ji-cuadrado cuyos factores de peso satisfacen
N
>0 y Ny g =0(1).
k=1

2. Una sola restriccién, dada por una reduccién de dimensién up = u(xg, 0),
donde la forma funcional u(- ,-) puede ser arbitraria.

Algunos de los resultados més importantes de este método pueden ser resumidos
de la siguiente manera (Wu 2003):
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= Sea § = (> kes drqrxpx)) ! > kes AeqrXkyr- Sise usa ug = X360 como varia-
ble de calibracién, el estimador de calibracién resultante es idéntico al es-
timador convencional de calibracién dado por fycal. Por tanto, la clase de
estimadores resultantes de este método es muy general, pues incluye al esti-
mador original como un caso particular.

= Para cualquier estimador consistente de 0 tal que 0=0+ op(1), si se reem-

plaza @ por 6, en las ecuaciones de calibracién, el estimador de calibracién
resultante no cambia asintoticamente.

= Los estimadores 6ptimos de calibracién obtenidos usando u, = Ee¢(yy | xi) =
u(x;, 0), son 6ptimos bajo el criterio del minima varianza esperada.

= Los estimadores 6ptimos de calibracién son 6ptimos bajo el modelo de super-
poblacién £, pero aun si el modelo considerado es incorrectamente especifi-
cado, estos estimadores permanecen consistentes.

Dado que no existe un estimador insesgado con varianza minima uniforme, la Gnica
escogencia de u(-) que hace a #,,,; un estimador con las anteriores caracteristicas
es u(Xy) = y;, y por supuesto esto es practicamente initil. Por tanto se debe hacer
u(Xg) = Yg-

El lector debe notar que la estructura del modelo £ dado por (2.1) es muy general e
incluye dos importantes casos: el primero, el modelo de regresién lineal o no lineal
dado por

Yk = u(xg, 0) + vreg (2.2)

donde los ¢ son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con E¢(ey) =0, Ve(eg) = 0% y v = v(xy,) es una funcién conocida y estrictamente
positiva.

El segundo caso se refiere al modelo lineal generalizado dado por
9(pi) =x3,0,  Ve(ynlxi) = v(u) (2.3)

donde pp = E¢(yr|xk), g(-) es una funcién de vinculo y v(-) es una funcién de
varianza.

A continuacién se describe el comportamiento de los estimadores éptimos de cali-
bracion bajo un modelo lineal y un modelo log-lineal.

2.1. u(x) Via minimos cuadrados

Si la informacién auxiliar explica a la caracteristica de interés de forma lineal,
como se observa en la Figura 10.5, entonces tendria sentido el argumento que se
expresa en Deville & Sdrndal (1992), en donde motivados por el estimador de
razén, se argumenta que «...las ponderaciones [de calibracidn] que se ajustan bien

Comunicaciones en Estadistica, junio 2009, Vol. 2, No. 1



Revision de los estimadores 6ptimos de calibracién 49

Figura 1: Comportamiento lineal de la caracteristica de interés explicada por la
informacion auxiliar

a las variables auziliares [reproducen exactamente su total poblacional], también
se ajustan bien a la variable de estudio...»

En el caso multivariado, la funcién que hace 6ptimo al estimador de calibracién
estd dada por
U(Xk,e) :X;€0:90+911’k1 + ...+ 0pxrp (24)

En donde 8 = (0,01, ...,0p) es estimado a través de minimos cuadrados pondera-
dos, como en una regresién multiple. Por lo tanto, la caracteristica de interés sigue
el siguiente modelo de super-poblacién

Yr = X3,0 + vpe (2.5)

donde los ¢j son independientes e idénticamente distribuidos con E¢(eg) = 0y
Ve(ex) = 0%, y vy = v(xx) = 1. Por tanto, al estimar 6 usando la técnica de
minimos cuadrados se tiene que

-1
0= (> adiaxi | > ardixiy
kes kes

— (leflx)flx_lvfly
donde V = diag(diq1,...,dngn) = %diag(dl, ey dp).

Comunicaciones en Estadistica, junio 2009, Vol. 2, No. 1



50 Hugo Andrés Gutiérrez Rojas

Resultado 2.2. De esta forma, el estimador de calibracion del total poblacional
resultante del anterior modelo de super-poblacion estd dado por

ty»OPt = tyﬂ' + (tx - tx‘n’)la (26)
Demostracion.
Eympt = tAyTr + (tp, - Aﬂﬂ—>By

= byx + (O ik — Y dijur) By
keU keU

=ty + (O %10 - > dix,0)B,
keU keU

=ty + (D%, — > dix})0B,
keU keU

= tyx + (Z X — Z dpxi)' 0B,
keU keU

= tAyTr + (Z X — Z dkxk)'é
keU keU

puesto que Ey = 1. Lo anterior se tiene de la definicién de éy teniendo en cuenta
que
fn = x50 = 2, (X'VIX)"IX'V~ly
Por tanto,
> drgriiy =y VXX VX)X VIIX(XVTIX) TIXV
kes
— ylvflx(leflx)flxlvfly

= drqrfuyn

kes

O

Nétese que el termino By es igual a uno y por tanto desaparece, lo que hace que
el estimador éptimo de calibracién sea idéntico al estimador de calibracién clasico
dado por (10.4.5).

2.2. u(x) Via modelo lineal generalizado
Qué sucede si la informacion auxiliar no describe a la caracteristica de interés
con un comportamiento lineal, como se observa en la Figura 2.7

Es ésta la parte mas importante del desarrollo préactico en los estimadores 6ptimos
de calibracién. Al respecto, el usuario puede pensar por un instante en los siguientes
cuestionamientos:
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Figura 2: Comportamiento no lineal de la caracteristica de interés explicada por
la informacion auziliar

= Si una caracteristica de informacion auxiliar explica muy bien a la carac-
teristica de interés, entonces calibrar con respecto a esta informacién auxiliar
serfa muy conveniente. Sin embargo, esta relacién no siempre sera lineal.

= Si queremos estimaciones perfectas deberiamos utilizar a la misma carac-
teristica de interés para calibrar, pero como ésto es un absurdo se debe
utilizar u(x) semejante a y.

Si se conoce que la informacién auxiliar disponible no describe a la caracteristica
de interés de forma lineal, se ponen en tela de juicio la aplicacion de los estimadores
cldsicos de calibracién motivadas por Deville & Sérndal (1992). Por tanto, si los
valores de la caracteristica de interés son considerados como realizaciones de un
modelo de super-poblacién & como en (2.1) que puede ser descrito a través de
su primer y segundo momento, entonces claramente el modelo lineal generalizado
(MLG), descrito detalladamente en McCullagh & Nelder (1989) y dado por (2.3).
La mayor particularidad del MLG es que la varianza de la caracteristica de interés
depende de la media p. Ademas, en el MLG se considera que la caracteristica de
interés se relaciona con las variables de informacion auxiliar mediante la media
y una funcién de vinculo g(-) tal que

g(ur) = 6o + 61k + ... + Opxip

Noétese que el modelo clasico de regresién lineal es un caso particular del MLG en
donde g(pr) = px y V(ugx) = 1. Por supuesto, existen otras formas de la funcién
de varianza y vinculos no lineales también son permitidos. Por ejemplo, entre las
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funciones de vinculo y de varianza mas populares estan el vinculo logaritmico dado
por g(ux) = log(px) v las funciones de varianza de Poisson dada por V(ux) = pg
y la varianza Gamma dada por V (uy) = p2.

El MLG es un método semi-paramétrico y requiere especificaciones solamente en
el primer y segundo momento. La funciéon de vinculo py esta relacionada a las
variables independientes y la funcién de varianza describe cémo la variacién en la
caracteristica de interés esta relacionada con la media.

Los coeficientes (6p, 01, ..., 0x) pueden ser estimados, como en nuestro caso, usando
el método de maxima cuasi-verosimilitud. Para el caso més general, el estimador
del vector de pardmetros poblacionales 6 = (éo,él, ...,9}:)’ , es la solucién de la
siguiente ecuacién

DVI(y — ) =0 (2.7)

La anterior, no es mds que una generalizaciéon de las ecuaciones normales en
un modelo de regresién miltiple. Donde y = (y1,...,yn) v 8 = (p1,s e, in)’s
V = diag(V(u1), ..., V(ip)) son las estructuras de media y varianza del mode-
lo respectivamente, y D = du/06. Los pardmetros 6, p=1,..., P, se encuentran
implicitos en (2.7). En el caso més simple, el modelo lineal clasico, se tiene que
g =00+ 601251 + ... + Opzp, p=X'0 y D = X’'. Luego, (2.7) queda convertida
en X'V~1X0 = X'V ~ly, las cuales corresponden a las ecuaciones normales de la
regresion multiple.

Por otro lado, en cualquier otro modelo, en donde la funcién de vinculo sea dis-
tinta de la identidad, la mayor dificultad para encontrar el estimador méaximo

cuasi-verosimil de 0 es que para resolver (2.7) se necesita utilizar procedimientos
iterativos.

Resultado 2.3. Bajo un modelo de super-poblacion MLG, el estimador optimo

de calibracion estd dado por
Ey,opt = fyrr + (tﬂ - Aﬂﬂ')By (28)
con A
B, — okes TakiYk
Y Zkes qukﬂi

donde i, = g~ (x},0) y g7'(-) es la inversa de la funcién de vinculo.

El software estadistico R (R Development Core Team 2008) tiene implementada
la funcién glm, la cual permite estimar los pardametros del MLG. Suponga que se
desea encontrar el estimador de méxima cuasi-verosimilitud de 8 = (6, 61)" para
el modelo

= exp(fo + 017x1),  Ve(yrlxw) = v(un)® = pi; (2.9)

Por supuesto, desde (10.9.3), se tiene que la funcién de vinculo es el logaritmo.
Las siguientes lineas de cédigo muestran cémo obtener 6
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thetal <- 1m(Y ~ X)
thetal <- glm(Y ~ X, start=thetal,quasi(var="mu"2",link="log"))

Noétese que theta0 es el estimador de minimos cuadrados y sirve como estimador
inicial para el proceso iterativo. Andlogamente, es posible crear un cédigo propio
para computar las estimaciones del vector de pardmetros basado en McCullagh &
Nelder (1989, p. 327).

t01<-0.000000001

thetal <- solve(t(X)%*%X,t(X)%*%(Y)) ## valores iniciales
dif<-1

while(dif>=tol) ## condicidén de iteracién

{

mu <- exp(as.vector (X)*%thetal))

V <- diag(1/mu)

thetal <- thetaO+solve (t(X)%*%X,t (X)%*%Vi*Y%(Y-mu))
dif <- max(abs(thetal-thetal))

thetal0 <- thetal

}

Por supuesto, el resultado del anterior cédigo debe coincidir con la salida que
arroje el procedimiento glm de R. Claramente, la optimalidad de los estimadores
propuestos por Wu (2003) depende del modelo que relacione a la caracteristica de
interés con la informacién auxiliar. Directamente, esta relacion estd supeditada a
la informacién auxiliar per se; es decir, si ésta no esté disponible, no es posible
construir un estimador éptimo. La estrategia sugerida en las secciones anteriores
esta enfocada en la implementacién de un diseno de muestreo en dos fases.

3. Estimadores 6ptimos de calibraciéon bajo muestreo
bifasico (ML AS-MAS)

3.1. Muestreo en dos fases

El muestreo bifdsico se utiliza cuando hay poco o nulo conocimiento sobre la
poblacién. Por ejemplo, el estimador de razéon combinada requiere que todos los
elementos puedan ser estratificados y que ), -, X, sea conocido. Sin embargo, en
muchos estudios esta informacién no estd disponible. Cuando el marco de muestreo
contiene poca o deficiente informacion se tienen dos opciones (Sérndal et al. 1992):

1. Usar un disenio simple como MAS o MASC y al combinarlo con el estimador
de Horvitz-Thompson se gana precision al aumentar el tamano de la muestra.

2. Obtener informacién acerca de la poblacién y construir un nuevo marco
muestral. Usando el estimador de regresion se logra la precision deseada con
un tamano de muestra moderado.
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Dado que un tamano de muestra grande o la construcciéon de un nuevo marco de
muestreo para toda la poblacién resultaria muy costoso, una tercera opcion es usar
un diseno de muestreo en dos fases, asi:

a) En la primera fase seleccionar una muestra de tamafio moderado de elemen-
tos Sq, de tamano n,, mediante un diseno p,(-). Para los elementos en s,
obtener informacién sobre una o més variables auxiliares puesto que esta
opcion resulta menos costosa que obtenerla en la poblacion.

b) En la segunda fase seleccionar una muestra s, de tamano n, de s, con la
ayuda de la informacion obtenida en la primera fase, mediante un diseno de
muestreo p(- | s4), donde s es la submuestra seleccionada de s,. A conti-
nuacién se observa la variable de estudio y para los elementos seleccionados
en s.

3.1.1. El estimador 7*

Nétese que el estimador de Horvitz-Thompson tAy,T = Zsa Yk /Tak se podria calcular
sl Yr v Tar fueran conocidos para todo k € s,. Sin embargo, y; solo es conocido
para k € s. Ahora, dados s, y Zsa Yak, €l total poblacional de la caracteristica
de interés se estima mediante el estimador 7* definido como

tAyﬂ*:Zi—Z:ZLZZﬁk (3.1)
S s

B TakTk|s,

donde 7, es la probabilidad de inclusién del k-ésimo elemento de la poblacién
U en la muestra s,, 7y, es la probabilidad de inclusion del k-ésimo elemento de
la muestra s, en la submuestra final s, condicionada a la seleccién de s, en la
primera fase.

Resultado 3.1. En muestreo bifdsico el total poblacional es estimado insesgada-
mente por el estimador w*. Cuando el diserio de muestreo corresponde a un MAS
en la primera y sequnda fase, éste estimador toma la siguiente forma

R N
tyns = o Zyk (3.2)

La prueba de este resultado y otras propiedades del estimador 7* pueden ser
consultadas en Sérndal et al. (1992).

3.2. Estrategia de muestreo 6ptima

Para aprovechar las bondades del diseno de muestreo en dos fases y las bondades de
los estimadores 6ptimos de calibracién, se considera el caso en donde una muestra
sq de tamano fijo n, es tomada del universo U usando MAS y P variables auxilia-
res, se miden para todo k € s,. En una segunda fase se selecciona una submuestra
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s de tamano fijo n usando el mismo diseno MAS y se mide la caracteristica de
interés yi para todo k € s y se utiliza un estimador 6ptimo de calibracién para
estimar el total poblacional ¢,,.

El siguiente resultado da cuenta del estimador resultante al implementar la anterior
estrategia de muestreo. Este es vélido para cualquier diseno de muestreo en dos
fases. Luego, se considera el caso particular que le da el nombre a este articulo.

Resultado 3.2. Para un caso de muestreo bifdsico arbitrario y utilizando el mod-
elo de superpoblacidon (2.1), el estimador dptimo de calibracion para el total pobla-
cional se define como ty opt = Zkes WYk, donde los pesos calibrados wy, minimizan

O, =D s (wp — dr)?/(drqr), sujetos’ a:

Zwk,u Xk, Z le (33>

keEs ke‘;a

Por tanto, la familia de estimadores resultantes para el total poblacional, que surge
teniendo en cuenta los diserios de muestreo en la primera y seqgunda fase, estd dada
por

byopt = > dry + { > ﬂ%u Xk, 0) = Y depa(x, 0 } ) ¢ By, (3-4)

kes kEsgq @ kes
donde .
Bo — > ke Aeqriiry

= 3.5
ZkEs quk,u‘% ( )

con dp = 2=, qe > 0 y fux = ju(Xk, 0).

Es claro que del anterior resultado nace una familia de estimadores que se diferen-
cian en la forma en que el parametro poblacional @ es estimado; a esta familia de es-
timadores se les llama estimadores 6ptimos de calibracién porque minimizan
la varianza esperada cuando el modelo asumido es correctamente especificado.

En nuestro caso particular, al utilizar MAS como disefio de muestreo en la primera
y segunda fase, el estimador 7* toma una forma conocida. Siendo g, = ng/N y
Tklsy = n/ng, por tanto tenemos que

1 1

dy = — = —— = (N/nq)(na/n) = N/n (3.6)
Tk TakTk|s,

Luego, bajo el modelo (2.1), el estimador éptimo de calibracién para el total pobla-
cional esta dado por

ty,opt = — Zyk+{ Z/JXk, —quxk, }By (3.7)

keEs k:Esa keEs

"Como no se conoce el total poblacional de las variables de informacién auxiliar, el lado
derecho de la ecuacién (3.3) no es mds que una estimacién insesgada de éste.
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donde .
— Zkes Ak kYK

By = i (3.8)
ZkES qku%

En el desarrollo de los estimadores de calibracién, los g juegan un papel muy
importante, dado que de su escogencia depende la forma final del estimador re-
sultante. En la mayoria de los casos, los g se toman como iguales a uno aunque
éstos también sirven para proponer la estructura de varianza que rige el modelo
supuesto.

3.2.1. Relacién lineal

Si la informacién auxiliar explica a la variable de respuesta de forma lineal, co-
mo por ejemplo se observa en la Figura 1, se sigue que el estimador éptimo de
calibracién del total poblacional bajo muestreo bifasico MAS-MAS es

ty,opt = ZykJF{ Zxkzxk} (3.9)

kEs ¢ kes, kes

donde

—1
0 = <Z %Xk-%) > Xk (3.10)

k€Es kes

3.2.2. Relacion no lineal

Si la informacién auxiliar explica a la variable de respuesta de forma no lineal,
como por ejemplo se observa en la Figura 2, se sigue que el estimador 6ptimo
de calibracién del total poblacional bajo muestreo bifdsico MAS-MAS esta dado
por el Resultado 2.3. Por ejemplo, si la funcién de vinculo g = log, entonces el
estimador 6ptimo de calibracion estaria dado por

ty,opt = Zyk + { Z exp(x;0) — — ZeXp } (3.11)

kes ¢ kes, kE@
con

5 {2 a exp(x;épyk}
| e, ar(exp(x),0))?

4. Simulacion

En esta seccion se realiza un estudio limitado por medio de una simulacién de
Monte Carlo. Este se realiza con el fin de tener un acercamiento a la optimalidad
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empirica de los estimadores que se revisaron en este articulo para un diseno bifasico
MAS-MAS.

Se simulé un universo de tamafio N = 5000 de un modelo de super-poblacién, £.
Se usaron dos modelos: uno de tipo lineal y otro no lineal descritos a continuacién.

= El modelo lineal P1 es un modelo de regresién lineal simple con estructura
de varianza no-homogénea, yr = 0y + 01z + xke), para todo k € U, con
i variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de media
cero y varianza constante o2. Nétese que las funciones de media y varianza
para este modelo Py son py = p(zk,0) = g + O1xp y v = v(zg) = i

= El modelo no lineal P; es de tipo log-lineal, log(yx) = 60y + 012, + ;. Las
funciones de media y varianza para este modelo Py son ug = exp(6g + 01 2)
Y Uk = pig, por tanto Ve(yxlzy) = o®ui

En Wu (2003) se muestra que los estimadores resultan ser éptimos si el diseno
muestral es regular®, por tanto distribuciones de colas pesadas como la distribucién
log-normal o la distribucién gamma con parametros de escala muy grandes, no
podrén ser usadas para generar la informacién auxiliar. Por tanto, se generan los
valores de z de una distribucién gamma con pardametro de forma 1 y pardmetro
de escala 1/2. Esta variable toma valores no negativos y es sesgada a la derecha,
esto es muy comun en aplicaciones reales de encuestas por muestreo.

El valor del parametro 6, se fijé en uno y el valor de 6y se fijo convenientemente
tal que y; > 0 para ambos modelos. Se dispuso de cuatro valores para o2 tal que
el coeficiente de correlacién, entre y y « para el modelo P1, o entre In(y) y = para
el modelo P2, fuera 0.9, 0.8, 0.7, y 0.6, respectivamente.

En cada corrida de la simulacién se seleccioné una primera muestra aleatoria simple
Sq, de tamano n, = 2000, y de s, se seleccioné una ultima muestra aleatoria
simple de tamano n = 100. Los parametros 6y, 0, se estimaron usando minimos
cuadrados ponderados para el modelo P1, y para el modelo P2 se utilizo el método
de méxima cuasi-verosimilitud. Asi, se calcularon los siguientes estimadores para
el total poblacional de la caracteristica de interés.

= ty.+: El estimador clésico al utilizar muestreo bifésico.

= ¢ty cqi: Bl estimador de calibracién convencional.

=ty opt: Bl estimador 6ptimo de calibracién.

El proceso se repitio B = 1000 veces. La simulacién fue programada en el paquete
estadistico R. En la simulacién, el desempeno de un estimador ¢, fue evaluado

8Un disefio muestral es regular si satisface: (i) mazpcsnd, = O(1), (ii). La distribucién
asintética del estimador de Horvtiz-Thompson es normal.
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usando su sesgo relativo, SR y su eficiencia relativa, FR, definidas como

A
— B! fyb T by
SR=B"'>" . (4.1)
b=1
= % (4.2)
ECM(t,) ’
donde
B
ECM(ty) = B~ (ty —t,)° (4.3)
b=1

y ty.p se calculd en la b-ésima muestra simulada. Como se puede notar el estimador
tyr-, fue utilizado como linea base de comparacién. Grandes valores para ER(> 1)
representan alta eficiencia de un estimador en comparacion al estimador ¢y «.

En las tablas 1 y 2 se puede observar cémo la optimalidad del estimador #, op¢
esta claramente soportada por los resultados de la simulacién. En la Tabla 1 se
nota que bajo el modelo lineal P1 los estimadores tAyycal v tAyﬁpt son idénticos. Se
nota que se gana eficiencia si la correlacion lineal crece. Para el modelo log-lineal
P2 el cambio en la eficiencia es bastante drastico, aunque el estimador fy7cal es
mas eficiente que fyﬂ*, el estimador tAyyopt es mucho maés eficiente que estos dos.

Modelo P1 Modelo P2

4 tAy7r* ty,cal tAy,opt ty,cal ty,opt
06 10 175 1.75 098 1.39
0.7 1.0 1.95 1.95 1.03 1.94
0.8 1.0 283 283 114 294
09 1.0 507 507 130 5.26

Tabla 1: Eficiencia relativa de los estimadores para los modelos P1 y P2

P Calpl/Optpl Calpl/calpg OptPl/OptPQ OptPQ/Calpg

0.6 1.0 1.78 1.25 1.41
0.7 1.0 1.89 1.01 1.89
0.8 1.0 2.48 0.96 2.56
0.9 1.0 3.90 0.96 4.04

Tabla 2: Proporcion de la eficiencia relativa de los estimadores resultantes

En términos de sesgo relativo, todos los valores correspondientes son menores del
0.5 por ciento. Aunque el estimador f, ., tiene un sesgo aun mucho menor. En
general, cuando la correlacién aumenta, el sesgo decrece en ambos modelos. De
los resultados se concluye que los estimadores 6ptimos de calibracién funcionan
bien bajo cualquier modelo, siendo el cociente entre los dos modelos muy cercano
a uno, mientras que los estimadores convencionales pierden eficiencia cuando se
utilizan bajo un modelo que no es lineal.
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5. Comentarios finales

El desarrollo tedrico revisado en este articulo, podria resultar muy 1til cuando se
desconoce el comportamiento de la poblacién y cuando no se dispone de recursos
suficientes para mejorar o construir un nuevo marco de muestreo o para aumentar
el tamano de muestra. En futuras investigaciones, se deben examinar los resultados
para los casos en donde el diseno muestral es mas complejo y cuando se tiene
informacién auxiliar acerca de la inclusién de los individuos a grupos poblacionales
en la etapa de estimacién.
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