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RESUMEN. Los estimadores éptimos de calibracién utilizan informacién aux-
iliar completa para producir estimaciones més eficientes; en estos términos y
con una sola variable auxiliar, se decide utilizar, para estimar beta (el vector
de pardmetros en un modelo lineal), una funcién que minimice las distancias
perpendiculares entre los valores observados y una recta de regresin.

Palabras clave: estimadores de calibracién, informacién auxiliar, regresién
ortogonal.

ABSTRACT. Optimal calibration estimators uses complete auxiliary informa-
tion to produce more efficient estimates; in order to estimate beta, the param-
eters vector, we use a function what minimizes the perpendicular distances
between the observed values and the regression line.

Key words: auxiliary information, calibration estimators, orthogonal regres-
sion.

1. INTRODUCCION

En la mayoria de poblaciones donde hay una fuerte relacién lineal entre la variable
de estudio y y una variable auxiliar x, la Inea de regresién poblacional intercepta
el eje y a cierta distancia del origen. Con una sola variable = se tiene el siguiente
modelo de superpoblacién £, definido de la siguiente manera:

(1.1) Ee(yr) = a + By, Velye) = 0°

Suponga el universo U = (1, ..., N) el conjunto de elementos en una poblacién finita
y s el conjunto de los elementos que conforman la muestra. Sean yx, k € s y z;,
7 € U, los valores de las respuestas a la variable y y a la variable auxiliar «, asocia-
dos al i-ésimo elemento para y y al j-ésimo elemento de la poblacién para x; siendo
7, la probabilidad de inclusién de primer orden, se asume que el total X = >, o
es conocido.

El objetivo de este articulo es construir tres formas diferentes para estimar el to-
tal de la variable de interés, apelando a la teoria de calibraciéon. En primer lugar
se desarrolla la teoria de calibracién 6ptima de Wu, después se hace un recuento
de tres métodos para la estimacion de los pardmetros desconocidos del modelo y
por 1ltimo se realiza una comparacién empirica de los tres casos bajo un muestreo
aleatorio simple (M.A.S.)

Date: 2006.



2 ANDRES GUTIERREZ R.

2. ESTIMADORES OPTIMOS DE CALIBRACION

En la construccion de un estimador de calibracién hay dos componentes béasicas:
una distancia ®¢; y un conjunto de restricciones. La distancia Ji-cuadrado, &5 =
> wes (Wi — di)?/(digr), es la méds usada donde los factores gx, ponderaciones en la
distancia, no estan correlacionados con dj, = 1/7;, (usualmete se toma g = 1).

2.1. Construccién. La cercania a los pesos originales dj puede ser medida por
un distancia G(-) = G(%*) que debe ser estricatamente no negativa y convexa, tal
que G(1) = G'(1) =0y G"(1) = 0, por tanto la distancia total en toda la muestra
serd:

(2.1) deG(%:)

Para hallar los nuevos pesos, el problema se reduce a minimizar (3.1) sujeto a la
ecuacion de calibracion

(2.2) > wilU(ae) =Y Ulan)
s U

Utilizando un multiplicador de Lagrange, tenemos

(2.3) w = deG(%’:) A U (an) = > U(a)

U
Derivando (3.3) corespecto a wy, e igualando a cero

w0 G (e
(2.4) aawk = Zs:dkaiu‘ik)(dlk) - A(ZS: Ulzy)) =0

Haciendo ¢(-) = 9G(+), (3.4) es igual a

(2.5) Zg:—: ~ S "A@)= 0

S

En este paso es necesario definir una funcién F(-), tal que F(-) = g7 (-) 3 F(g(t)) =
t, por lo tanto

(2.6) F(g(ﬁj—:

Lo que nos guia al valor de los nuevos pesos

) = F(AU (1))

(2.7) wy, = dp F(AU ()

2.1.1. Distancias G(-). En general hay varios tipos de distancias que pueden
utilizarse en la construccién de un estimador de calibracién, pero todas guian
asint6ticamente al mismo estimador (cabe resaltar que la minimizacin de las distan-
cias no es la tinica forma de llegar al estimador de calibracién). Las més utilizadas
son las siguientes:
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s Método lineal: G(x) = (1/2)(z — 1)) 2 € R; F(u) =1+ u

s Método multiplicativo o razén de Raking: G(x) = zlog(x) —z + 1;  >;
F(u) = exp(u)

= Método truncado lineal Fijando dos constantes L y U y restringiendo el
rango de los pesos resultantes a este intervalo con la distancia lineal

El ultimo método se utiliza para evadir los pesos extremos o negativos, que se
pueden eliminar con una buena escogencia de L y U.

En general utilizaremos la distancia Ji cuadrado, o lineal, que calcula la distancia,
en toda la muestra, de los nuevos pesos a los pesos cldsicos como:

(2.8) 00 = D diG( ) = 5 (o — i) ;kd’“)

Esta permite llegar a

(29) WE = dk)\U(I) + dk
y reemplazando en la ecuacién de calibracién (2.2)

(2.10) S A AU (k) + Y diUlae) = Y Ulag)
s s U

y el multiplicador de Lagrange se resuelve como

\ — 2o Ue) = ¥, dU(xy)
Zs de2(1'k)

Asi, se llega al estimador éptimo de calibracién para cualquier funcién U(x)

(2.11)

(2.12) > wiye = > A AU (z)yk + Y diyn

Y reemplazando A

(2.13) Yopt = Vo + (O Ulzy) = > _ dpU(zy))B
U U

(2.14) B =0 dU%(x) " O dilU(zr)yn)

Los estimadores 6ptimos de calibracién se han estudiado y profundizado en [3]
bajo un modelo asistido. Para motivar las condiciones de optimalidad se utiliza
un modelo de superpoblacién semiparamétrica como en (1.1). Se consideraron los
estimadores de calibracién para el total poblacional Y usando:
1. Una distancia Ji-cuadrado con los factores de peso satisfaciendo ¢; > ¢ para
alguna constante ¢ > 0y N~} Zfil @ =0(1)
2. Una sola restriccién, dada por una reduccién de dimensién u; = u(x;, 0),
como en (2.2), donde la forma funcional u(- ,-) puede ser arbitraria.



4 ANDRES GUTIERREZ R.

Algunos de los resultados més importantes en [3] pueden ser resumidos como sigue:
» Seaf = (D ies digiwixl) ! > ics diqixsy;. Sise usa u; = x50 como variable
de calibracién en (2.2) el estimador de calibracién resultante es idéntico al
estimador convencional de calibracién que Dewville y Sdrndal explican en
[1]. Por tanto la clase de estimadores usados en [3] es muy general pues
incluye al estimador original como un caso particular.
= Para cualquier estimador consistente de 6 tal que 6 = 6 + 0p(1), si se reem-
plaza 6 por 6, en la restriccién (2.2), el estimador de calibracién resultante
no cambia asintéticamente.

3. DO0OS FORMAS DE CALCULAR LAS DISTACIAS OTOGONALES Y LA REGRESION
CLASICA

Se presentan dos formas para calcular el ajuste entre x y y del tipo y = 2’8 bajo el
modelo (1.1) y bajo una muestra aleatoria simple.

3.1. El estimador de regresion simple. Bajo un modelo llamado de regresion
comun simple, Sarndal(1992), el ajuste de este modelo a la poblacién finita se da
estimando « y 8 como:

(3.1) a=19y—0bx
y

_ Zs(xk - js)(yk - gs)
o SR SKCTEr AL

Por tanto el estimador de Y =}, yx es

~ N ~ o & ~
(3.3) Y=Y, + {Z x; Z - } B
iceU i€s
con

(3.4) B= {2263;2}
ZiES T

Este es un estimador de calibracién cldsico con una sola variable auxiliar, X es una
matriz particionada tal que x = (1 | z) y U(z) =x

3.2. Ejes mayores. Usamos el principio de minimos cuadrados y minimizamos
la suma cuadrados de las distancias perpendiculares d? de los puntos (z;, ;) a linea
de regresin. La funcién que deseamos minimizar es:

n

(3.5) E =Y {(zi— Xi)*(yi — Yi)*}

i=1
donde (X4, Y) son las coordenadas ajustadas que se desean encontrar, por supuesto
se trabaja bajo la siguiente funcién:

fi=a+br;—y; =0
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Asi, no basta con encontrar simplemente una pareja de (X,Y") sino que éstas deben
descansar sobre una linea recta, utilizando un multiplicador de Lagrange, se debe
encontrar:

n
F=FE+3,_\ifi
Luego, igualamos el conjunto de derivadas parciales a cero y resolvemos el conjunto
de ecuacuiones:

oF _ OF _ OF _ OF _
) ) oX; —_ 0Y; _ 9a _ db
Resolviendo el sistema se llega a la solucién:

(3.6) a=9y—0bx
y
(3.7) b:V—U+¢%gUP+MQ2
donde:
U = var(X)
V =wvar(Y)
C = cov(X,Y)

Entonces por (2.13) el estimador de Y = >, yi es

(3.8) Y’em:Yﬂ—i—{Z(a—&—bwi)—Z(a—i—bxi)}B
€U i€s Ti
con

O ZiES (a+l;rifi)yi
1€S T,
Que es un estimador de calibracién con U(z) = a + bx

3.3. [Ejes mayores reducidos. Se minimiza la suma de el rea de los rectangulos
definidos entre las distancias perpendiculares entre los puntos observados y la linea
de regresién. Se debe minimizar la distancia definida por AX y AY, por tanto la
funcin a minimizar es:

(3.10) E =Y (zi— Xi)(yi — Yi)

1

n
1=

Las constantes permanecen iguales (y; = a + bx;). El método de los multiplicadores
de Lagrange guia al siguiente sistema 2n + 2 de ecuaciones:

OF _ OF _ OF _ OF _
) ) 9X; — 9Y;  da _ db
Resolviendo el sistema se llega a la solucién:

(3.11) a=7y—bi
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y
(3.12) b=V/U=2Y

ox
Entonces por (2.13) el estimador de Y =", yi, es

ieU i€s Ti
con
R ics w
(314 B= {z”“

Que es un estimador de calibracién con U(z) = a + bx.

Luego tenemos tres formas de trazar las lineas de regresién para la poblacién que
se pueden observar en la figura 1.
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

FI1GURA 1. Comportamiento de las lineas de regresion para la mis-
ma poblacion

4. SIMULACION

En esta seccion se realiza un estudio limitado por medio de una simulacién, con
el fin de tener un acercamiento a la optimalidad de los estimadores propuestos y
desarrollados en este trabajo para un diseno (MAS).
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Se simulé un total poblacional N = 5000 de un modelo de superpoblacién, &.
Se simuld una poblacié con la siguiente estructura de dispersion, ast:

= Kl modelo P, es un modelo de regresion lineal con estructura de varianza
no-homogenea, asi y; = Bo + f1x; + x;€;, para todo ¢ =1,2,..., N.

En [3] se muestra que existen ciertas condiciones para que un diseio muestral sea
regular!, por tanto distribuciones de colas pesadas como la distribucién log-normal
y la distribucién gamma con parametros de escala muy grandes, no podran ser
usadas para generar la informacién auxiliar (z-variables). Asi que se generan los
valores de x de una distribucién gamma con parametro de forma 1 y pardmetro de
escala 2. Esta variable toma valores no negativos y es sesgada a la derecha, esto es
muy comun en aplicaciones reales de encuestas por muestreo [3].

El valor del parametro 3; se fijo en uno y el valor de §y se fijo convenientemente
tal que y; > 0 para ambos modelos. Los €; son independientes e identicamente dis-
tribuidos como N (0, 02). Se dispuso de cuatro valores para o3 tal que el coeficiente
de correlacién, p, en la poblacion finita, entre y y x para el modelo P, fueran 0.9,
0.8, 0.7, y 0.6, respectivamente.

En cada corrida de la simulacién se tomé una muestra aleatoria simple de n = 500.
Los pardmetros (fp, 01) se estimaron usando 1) minimos cuadrados ponderados 2)
ejes mayores y 3) ejes mayores reducidos para el modelo P. Asi, se calcularon los
siguientes estimadores para el total poblacional Y

» Y, El estimador de Horvitz-Thompson para MAS.
= Ycu El estimador de calibracién convencional propuesto por 2] (3.3).
. YOptl El estimador de 6ptimo de calibracién propuesto en (3.7).
. YOW El estimador de éptimo de calibracién propuesto en (3.11).
El proceso se repitié B = 1000 veces. La simulacién fue programada en el software

libre R v 2.1.1.”. En la simulacién, el desempeno de un estimador Y fue evaluado
usando su sesgo relativo, SR y su eficiencia relativa, ER, definidas por [3], como:

B -
(4.1) SR:B’le
b=1
(4.2) ER = EC’Mi(Y”*)
' ECM(Y) ’
donde
B
(4.3) ECM(Y)=B"'> (Y, -Y)’
b=1

y Y, se calcul en la b-ésima muestra simulada. Como se puede notar el estimador
de Horvitz-Thompson, Yﬂ, fue utilizado como linea base de comparacién. Grandes
valores para FR(> 1) representan alta eficiencia del estimador Y en comparacién
al estimador Yﬂ*.

1Un disefio muestral es regular si satiface: (i) mazscsnd; = O(1), (ii) La distibucion asintética
del estimador HT es normal
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Modelo P
14 Y7T YCal YOptl YOpt2
06 10 149 1.17 0.56
0.7 1.0 1.8 1.60 0.98
0.8 1.0 271 246 1.88
09 1.0 524 5.07 4.62
TABLA 1. Eficiencia relativa de los estimadores para el modelo P

En términos de sesgo relativo SR, todos los valores correspondientes son menores
del 1.5 por ciento. Aunque el estimador Y’optg tiene un sesgo aun mucho menor.
En general cuando la correlacién aumenta, el sesgo decrece junto con el MSE y
la eficiencia relativa crece en ambos modelos. Se nota que los estimadores éptimos
creados funcionan bien cuando la correlacén es mayor a 0,8, siendo el estimador de
los ejes mayores reducidos el mas deficiente cuendo no se alcanza dicha medida.
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